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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden einige Aspekte der Bestimmung gewisser reellwerti-
ger Parameter eines Modells zur Beschreibung des Aktienpreises behandelt. Das biva-
riate Ornstein-Uhlenbeck Modell zeichnet sich durch die Moglichkeit aus, verschiedene
Abhéngigkeitsstrukturen der Returns abbilden zu kénnen. FEine addquate Modellidenti-
fikation ist unumgénglich. Hier wird nun davon ausgegangen, dass eine rein zeitabhén-
gige Volatilitdtsfunktion mit geeigneten Methoden identifiziert wurde. Die restlichen
(reellwertigen) Parameter werden mit geeigneten Techniken identifiziert, wobei zusétz-
lich zu bedenken ist, dafs der Preisprozeft durch eine nichtbeobachtbare Zufallskom-
ponente beeinfluftt wird, was den Einsatz entsprechender Filtermethoden erforderlich
macht. Umfangreiche numerische Fallstudien schlieffen die Untersuchungen ab.
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1 Einleitung

Um das Verhalten von Aktienpreisen zu beschreiben, wurden in den letzten Jahrzehnten viele
verschiedene Modelle entwickelt. Eines davon ist das in [7] eingefiihrte bivariate Ornstein-
Uhlenbeck Modell von Lo und Wang. Es bildet die Grundlage des hier untersuchten Modells.

In einem Zeitintervall [0, 7] betrachten wir den Preisprozef P, einer Aktie und bezeichnen
mit p; den Logarithmus des Aktienpreisprozef, p, = In P,. Das in [7] von Lo und Wang
eingefiihrte Bivariate Ornstein-Uhlenbeck Modell unterstellt, dafs der logarithmierte Aktien-
preisprozef p; einen linearen deterministischen Trend put besitzt. Deshalb ist es bequem den
Prozef

G = pr — pit, (1.1)

einzufiihren, welcher im folgenden mit enttrendeter logarithmierter Preisprozess bezeichnet
werden soll, da ¢; keine deterministische Trendkomponente besitzt.

Das Bivariate Ornstein-Uhlenbeck Modell von Lo und Wang nimmt nun an, dak ¢; der
folgenden stochastischen Differentialgleichung

dgy = — (yqp — AXy) dt + o dW}!

! (1.2)
dXt = _ﬁXt dt + ox th

mit den Anfangswertbedingungen ¢y = ¢,, X¢ = cx geniigt. Dabei bezeichnen v > 0, A > 0,
6 >0,0 >0 € Rund ox > 0 reellwertige Parameter und X einen unterliegenden
stochastischen Prozefs, der den Zustand des Marktes beschreibt und somit die stochstische
Drift von ¢ beeinflufst, aber im Allgemeinen nicht beobachtbar ist. Weiterhin bezeichnen ¢
und W korrelierte Wienerprozesse mit Korrelationskoeffizient x, d. h. E (WthtX ) =Kt

Um unsere Betrachtungen etwas zu vereinfachen, werden wir diese Modellklasse zunéchst
etwas einschrinken, indem wir annehmen, daR die Wienerprozesse W7 und W+ unabhingig
sind, d.h. x = 0. Andererseits wollen wir das Modell etwas verallgemeinern indem wir
eine zeitabhéngige (aber deterministische) Volatilitatsfunktion zulassen. Diese Erweiterung
ermoglicht es uns, mehr Effekte in der risikoneutralen Welt zu beschreiben.

Zusammenfassend lésst sich das in diesem Artikel untersuchte Modell wie folgt beschrei-
ben. Im Weiteren werden wir es als verallgemeinertes Bivariates Ornstein-Uhlenbeck Modell
bezeichnen.

Modell 1.1 Wir nehmen an, daf der enttrendete Log-Preisprozel ¢; := p; — ut eines
handelbaren Wertpapiers/Aktie der folgenden stochastischen Differentialgleichung geniigt

dg = — (yqr — AXy) dt + o AW/

1.3
dX, = =X, dt + ox dW;*. (1.3)

Dabei bezeichnen ~y, A\, § > 0,0x > 0 sowie u reellwertige Parameter und o : [0,7] — R
eine zeitabhingige Volatilitdtsfunktion, welche der Bedingung o(t) > 0,0 < ¢ < T geniige.
Die Anfangswerte ¢y = ¢, und X, = cx werden als stochastische Zufallsgrofen mit endlichen
zweiten Momenten modelliert, d. h.

Ec§<oo und Ec5 < 0.

Aufkerdem nehmen wir an, daf der Vektor (¢, cx)?, der die Anfangswerte der Prozesse ¢
und X enthilt, und die Wienerprozesse W4, W vollstindig stochastisch unabhiingig sind.
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Es bestiinde noch die Moglichkeit, den Wertpapierpreis mit einer Konstante D zu multi-
plizieren. Hierzu sei auf [5] verwiesen. In dieser Arbeit soll auf diese Skalierung verzich-
tet werden. Wir beschéftigen uns im Weiteren mit der Bestimmung der in dem Modell
vorkommenden unbekannten Parameter v, A, 3, ox und p. Beobachten kénnen wir dazu
Aktienpreise P;, bzw. p;, an diskreten Zeitpunkten

ty=kr k=0,1,....,N (1.4)

in einem Zeitintervall [0,7] mit 7" = N7. Weiterhin setzen wir voraus, daf die Volatili-
tiatsfunktion o oder eine akzeptable Niherung a® fiir die quadrierte Volatilitdtsfunktion
a(t) = 0?(t) bekannt ist.

Aus diesen Daten versuchen wir mittels der Maximum-Likelihood-Methode die unbekann-
ten Parameter zu schitzen. Wir verwenden dazu die sogenannte Prognosefehlerzerlegung
(prediction error decomposition form) der Likelihood-Funktion. Diese erlaubt es uns, die
Werte der Likelihood-Funktion fiir gegebene Parameter mit Hilfe des Kalman-Filters zu
berechnen. Das bei der Schiatzung der Parameter zu l6sende Maximierungsproblem koénnen
wir ohne Schwierigkeiten in ein Minimierungsproblem iiberfiihren und mittels allgemeiner
numerischer Optimierungsalgorithmen, z. B. in MATLAB, l0sen.

In Abschnitt 4 testen wir die Verfahren anhand von numerischen Fallstudien mit simulierten
Aktienpreisdaten. Dabei verdienen folgende Fragen besondere Aufmerksamkeit:

e Wie hdufig und tiber welchen Zeitraum miissen die Aktienpreisdaten beobachtet wer-
den, um mit der Maximum-Likelihood-Methode akzeptable Ndherungen erwarten zu
kénnen?

e Gibt es Parameterkonstellationen, bei denen das Verfahren besonders gut oder schlecht
funktioniert?

o Wie sensibel reagiert das Verfahren auf leichte Fehler in den Preisdaten und in der
Volatilitétsfunktion o(t)?

2 Einfiihrende Uberlegungen

2.1 Uneindeutigkeitseffekte

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dafs die Beobachtung des Aktienpreisprozesses P
beziehungsweise des logarithmierter Preisprozesses p; nicht ausreicht um alle fiinf Parameter
v, A\, B ox, peindeutig zu schiatzen. Aus diesem Grund kénnen und werden wir die Menge der
zuléssigen Parameterwerte weiter einschranken. Diese Einschrankung des Parameterbereichs
fithrt dabei nicht zu einer Einschriankung der modellierbaren Verteilungsfunktionen fiir p
bzw. P.

Eine relativ offensichtliche Einschrankung des Parameterbereichs ergibt sich aus der Beob-
achtung, daf wir statt dem (nicht beobachtbaren) Prozef X auch eine skalierte Variante
X = iXt betrachten konnen. (Dabei ist zu bemerken, daf in Modell 1.1 ox > 0 voraus-

gesetzt wurde.) Der Prozefs X gentigt dann der stochastischen Differentialgleichung

dX, = —BX,dt + 1dW}*



mit der Anfangsbedingung X, = E—i

Weiterhin ist leicht zu sehen, dak die Prozesse ¢; und X; genau dann dem System (1.3)
geniigen, wenn ¢; und X; das System

dg, = —(’VQt — XXt)dt + o (t)dW

. . 2.1
dX, = —BX,dt + 1dW;* 1)

mit den Anfangsbedingungen ¢y = ¢, Xo = 2_); und dem Parameter A = Aoy erfiillen. Aus

diesem Grund konnen wir im Weiteren stets annehmen, dafs ox = 1 gilt. Damit miissen

lediglich vier Parameter v, A, 3, u geschatzt werden.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird es haufig sinnvoll sein, die Prozesse ¢ und X in ei-

nem vektorwertigen Prozefs a zusammenzufassen, d.h. wir setzen a, := ( ;"g ) Fafkt man
t

weiterhin die unabhingigen Wienerprozesse W und W+ zu einem zweidimensionalen Wie-

q
nerprozefs W, := (W

W&) zusammen, so kann man die Gleichungen (1.3) auch in der Form
t

da, = (_07 _Aﬁ )gt dt + (Uét> ?) dw, (2.2)

mit der Anfangsbedingung o, = ¢, == (¢, ¢x)" . formulieren.

Dies ist eine (im engeren Sinne) lineare stochastische Differentialgleichung, welche die ein-
deutige Losung

t
a, =ete, +/ e =DAB(s) dW, (2.3)
0

besitzt (siehe [1, S. 128 ff]). Hierbei wurde die Notation
(A _ (o) 0
(7)o (0 Y)

Zur Berechnung der Matrix e ist eine Fallunterscheidung nétig, siehe [5]. In dem Fall 3 # v

ergibt sich
—yt A (pBt _ ot
etA:<efy 'y—ﬁ(e 67)) )
0 et

eingefiihrt.

In dem Fall 3 = ~ erhélt man hingegen
A (e Ae !
“T\lo et )

Damit kann der Prozefs ¢, wie folgt geschrieben werden

(e‘ﬁt — e_vt) cx + —’y A 5 /t [e—ﬁ(t—S) — e—v(t—S)} dwX
—PJo

— 0t
qt = ¢ Cq

R

¢
+/ o(s)e =) qe (2.4)
0



fiir den Fall v # (8 und als

t t
G =€ ey + Me ey + A / (t —s)e "= aw X + / o(s) e 1) qwe
0 0

fiir den Fall v = (.

In einem ersten Ansatz unserer Untersuchungen hatten wir den Fall einer konstanten Vola-
tilitatsfunktion betrachtet und versucht, die Parameter v, A, # aus Momenten der loga-
rithmischen Returns r,(t) := lolgif_: = p; — pr_r unter der Annahme v # [ zu schétzen.
Dabei stellten wir fest, daf fiir den Fall einer konstanten Volatilitdtsfunktion eine weitere

Parameteruneindeutigkeit auftritt.

Um diese Uberlegungen darzustellen, bemerken wir zunichst, daf fiir eine konstante Vola-
tilitdtsfunktion o und normalverteile Anfangswerte

c 0 ﬁ+>\72 1A
= ()~ ( () (7 LET™ (25)
€x B+ 28 24

der Prozeft o (und damit auch ¢) stationér ist. In diesem Fall konnen die Varianz und
Kovarianzen der Returns r,(¢) in der Form

N B—y4qye T —pBe" N o?(1—e )
= BB+ )y ¥

D’ r.(t) = (2.6a)

und
)\2 (1 _ 6_77—)256_7 (k—=1)7T __ (1 o 6_57—)2’)/6_5 (k—1)T

-0 268(B+)y

2 T\2
o (=) e (2.6b)
>

Cov(r (t),r (t+ k1) =

N = O

geschrieben werden, vorausgesetzt v # 0, 3 # 0, v # § und k > 1. Wir bemerken, daf
die Varianzen und Kovarianzen fiir die Grenzfille v = 0, 8 = 0 bzw. v = [ einfach durch
entsprechende Grenzwertbildung in (2.6) erhalten werden kénnen. Um jedoch die Notation
zu vereinfachen und weitere Fallunterscheidungen zu vermeiden, werden wir sie im Folgenden
ausschliefsen.

Fihrt man nun Hilfsvariablen
2 ) 1—e 7 A2 1 — e BT
a:=(o%— c:= 2.7a
< V=3 ¥ -3 B (2.72)
g:=e 7 bi=e P (2.7b)

ein, so lassen sich die Varianz und Kovarianz als
D?r () =a+c (2.8a)
1
Cov (1+(t), r-(t + k7)) = 5 (a(g—1)g" ' +c(b—1p"")  fir k> 1 (2.8b)

schreiben.



Aus der letzten Darstellung sieht man sofort, daft die Werte a, ¢, b und g nicht eindeutig
durch die Momente der Returns bestimmt werden kénnen. Genauer: Falls (aq, ¢1, by, g1) eine
Losung des Systems (2.8) ist, so ist auch (asg, ¢g, b, g2) mit

ag =cy, cg=ay,bp=¢g und gy =10 (2.9)

eine Losung.

Weiterhin sind die Gleichungen (2.7b) fiir gegebene Werte b > 0 und g > 0 eindeutig nach /3

und 7 auflésbar (6 = =12t ~ = —129) ynd durch Einsetzen dieser Werte in (2.7a) erhalten

T T

wir die eindeutigen Losungen

g gl g
_ 2 _ 32 —
)\—\/c(fy 6)1—6_57— und o = 1_6—wa+1_e—ﬁfc

fiir A und o, vorausgesetzt die Terme unter den Wurzeln sind nichtnegativ.

Kombinieren wir diese Uberlegungen, so sehen wir, daf es zu jeder Parametersituation

Parl: v >0, 3, >0, \; >0, oy > 0 mit v # 3 sowie AT — o3(7 — 1) >0  (2.10a)

eine zweite Parametersituation

Par2: v =01, fo =7, Ao = \/)\% —0}(¥? =53, oy =0y (2.10b)

gibt, fiir die die zugehorigen Momente der Returns (2.6) gleich sind, vorausgesetzt die An-
fangswerte des Prozesses a sind durch (2.5) gegeben, wobei die Parameter 7 etc. jeweils
durch ~v; bzw. 7, ersetzt werden miissen.

Ein ganz konkretes Beispiel fiir dieses Phénomen ist (Zeiteinheit Tage)

Parl*: ~, = 0.3748, 8, = 0.0106, \, = 0.004797, o = 0.0074
Par2*: ~, = 0.0106, 8, = 0.3748, Ay = 0.003914709, oy = 0.0074 .

Die Parametersituation 1 wurde in |7, S. 107] aus den téglichen Returns eines Marktindex
geschatzt. Wir werden diese Parameter spéater in unseren numerischen Fallstudien benutzen.

Jetzt stellt sich natiirlich noch die Frage, ob die Prozesse ¢! und ¢?, welche durch Einset-
zen der Parametersituationen Parl® bzw. Par2” in die Gleichung (2.4) und die Anfangs-
werte (2.5) entstehen, stochastisch identisch (in dem Sinne, dass sie die gleichen endlich-
dimensionalen Verteilungen besitzen) sind. Da die Losung (2.4) unter den getroffenen An-
nahmen ein Gaufsprozef ist, miissen wir zur Beantwortung dieser Frage lediglich die folgen-
den zwei Bedingungen iiberpriifen

(a) Eq} =Eq¢? fiirallet >0
(b) Eqiq? = E¢q! fiir alle s,¢ > 0.
Da der Erwartungswert des durch (2.4) und (2.5) gegebenen Prozef ¢, stets gleich Null

ist, ist die erste Bedingung offensichtlich erfiillt. Um die zweite Bedingung zu iiberpriifen,
bendtigen wir die Kovarianzfunktion von ¢. Da die Anfangsbedingungen (c,cx)? und die



Wienerprozesse W7 und W+ unabhiingig in der Gesamtheit sind, gilt fiir ¢ > s

Eq¢q,s = 02/ e Ve (570 gy
0

LN / (70 P (6 060 gy
(B - -
() T2 22 (ef'yt _ 67,815) (ef'ys _ 67,83) ) ( . )
+e D¢, + 5 D7cx
(8—1)
A (e—vt (e—ws _ 6—68) e s (e—vt — e—ﬁt))

+

Cov(cy, cx) .

B—n

Einsetzen der Anfangsbedingung und Berechnung der Integrale ergibt mit der Bezeichnung
w:=1t—sfirw>0

0'2567’““’72 + 7A267ﬁw _ 0.2636wa _ )\26771116

EQtQS =

287 (v = 3?)
B ole M n A2 yeBY — Bemw
2y =P 2037

und fiir w =0, d. h. t =s

o? A2
2 2B

Setzt man hier die Parametersituationen Parl und Par2 ein, so erhélt man das gleiche
Ergebnis.

Schlieklich sei noch bemerkt, daf die vier Gleichungen (2.8a) und (2.8b) mit k& = 1,2, 3 unter
der Nebenbedingung a # 0 und ¢ # 0 lediglich zwei Losungen besitzen, welche wie in (2.9)
dargestellt zusammenhéngen. Der Fall ¢ = 0 entspricht der Situation A = 0, bei dem der
unterliegende Prozefs X nicht in die Drift von ¢ eingeht. In dieser Situation ist offensichtlich
der Parameter 3 nicht schatzbar, allerdings ist er in dieser Situation auch nicht interessant.

Eqq =

Der Fall a = 0 entspricht noch einer besonderen Situation, bei der zwar die Parameter [
und o eindeutig durch die Gleichungen (2.8a) und (2.8b) mit k& = 1,2, 3 bestimmt sind. Von
~v und A ist allerdings in dieser Situation nur die Beziehung v2+262 = 02 bekannt.

Wir werden spéter in numerischen Fallstudien illustrieren, dafs diese Parameteruneindeutig-
keiten fiir zeitabhéngige Volatilitdtsfunktionen im Allgemeinen nicht auftreten. Eine kurze
Motivation fiir diesen Effekt liefert die Situation einer stiickweise konstanten Volatilitats-

funktion
t<T/2
a*(t) = o t=T/
oy > T/2

mit zwei positiven Werten o, # o,. Vorausgesetzt T ist hinreichend grof, gilt nun fiir
tl :T/2 und tQ =T

N B—y+ye T —Be Pl —e )

D27, (t) ~
e B(B+7)y T
N B—y+ye T —Be™ g2l —e )
D2 . ~ 2
)~ e B(B+7)y T



und damit
of —o3)(1—e7)

v
Da die Hilfsfunktion h : RT — [0, 7] mit h(y) := % streng monoton fallend in « ist und

D?r.(t;) — D*r.(ty) = (

somit die Umkehrfunktion h~! existiert, ist also zu erwarten, daf fiir die Volatilititsfunktion
o* bei einem hinreichend langen Zeitintervall [0, T] auch der Parameter v eindeutig identifi-
ziert werden kann. Durch Einsetzen in (2.6) erhalten wir dann auch § und A auf eindeutige
Weise.

2.2 Schatzung von p

In diesem Abschnitt wollen wir die Bestimmung des Parameters p etwas nidher betrachten.
Da das verallgemeinerte bivariate Ornstein-Uhlenbeck Modell mit den Parametern v = 0
und A = 0 das Black-Scholes Modell als Spezialfall enthélt, scheint es sinnvoll, zunéchst die
Schatzung des Parameters p im Black-Scholes Modell zu diskutieren.

Wir betrachten also zunachst das Modell
dp; = pdt + o dW,

fiir den logarithmierten Aktienpreisprozefs p, = In P,. Wir nehmen an, dass wir den Preispro-
zess P zu diskreten Zeitpunkten ¢, (k= 0,1,..., N) (siehe (1.4)) beobachten kénnen, wobei
wir in diesem Abschnitt die Schrittweite 7 als fixiert annehmen und uns fiir die Asymptotik
N — oo (oder dquivalent 7" — o0) interessieren.

Ublicherweise (vgl. zum Beispiel [3, S. 195 f.]) wird fiir das Black-Scholes Modell vorgeschla-
gen, die Drift p mit der Schatzfunktion

N
1 Pty — P
=5 ; (P, — e y) = LNT o (2.12)

zu schatzen.

Wegen ¢y = T und to = 0 ist p;, — py, eine N (uT, To?)-verteilte ZufallsgroRe. Somit ist gy
0.2

normalverteilt mir Erwartungswert p und Varianz % . Dies zeigt insbesondere, dak py eine
erwartungstreue und fiir die Asymptotik 7" — oo konsistente Schatzfunktion ist, d. h.

Euy=p und Ve>0gilt P(luy—p|>¢)—0 fir T — oo.

Es ist interessant zu erwdhnen, dafl in dieser Situation die Giite der Schétzung nur von
der Lange des Beobachtungsintervalls, d.h. nur von 7" abhéngt. Liefe man T konstant
und vergrofserte N (durch Verkleinerung von 7) wiirde sich dir Giite der Schétzung nicht
verbessern.

Wir wenden uns nun wieder dem verallgemeinerten Bivariaten Ornstein-Uhlenbeck Mo-
dell (1.3) zu. Im néchsten Abschnitt werden wir die in [8, S. 415 ff.| dargestellte Theorie
zu dem Kalman Filter und der Maximum Likelihood Schétzung anwenden. Da dort der
beobachtbare Prozefs mit y bezeichnet wird, wollen wir im folgenden den logarithmierten
Aktienpreisprozess p mit y bezeichnen, d.h. wir setzen

Yo = pr = q + pt. (2.13)



Wir versuchen also jetzt den Parameter p aus den zu den Zeitpunkten ¢g, ¢4, ..., tx beobach-
teten Kursdaten

Y= (ytouytm'"uytN)T (214>

zu schitzen. Zur Vereinfachung beschréanken wir uns dabei (d.h. fiir den Rest dieses Ab-
schnitts) auf Parameterkonstellationen, welche der folgenden Annahme geniigen.

Annahme 2.1 Unser Modell erfiille die folgenden Bedingungen:

1. Es seien v > 0 und 3 > 0 reelle Parameter mit 3 # ~.

2. Die Volatilitat o(t) sei fiir alle Zeitpunkte konstant, d.h. es gilt o(¢) = ¢ > 0 fiir alle
t €10,T].

3. Fiir die Anfangsbedingungen gelte ¢, = cx = 0.

Wir wollen im weiteren zwei Schétzer vergleichen. Zum einen den in (2.12) eingefiihrten
Schatzer py und weiterhin den durch

ﬂ(g) = ﬁ;ytk (2.15)

definierten Schétzer ji. Als Motivation fiir den Schétzer i bemerken wir, dafl unter den
Voraussetzungen aus Annahme 2.1

N N
T(N+1
Ep;, = pty und somit E (Zptk> = MZ kT = ,u%
k=1 k=1

gilt. Hieraus folgt, dafs /i eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir den Parameter 4 ist. Offen-
sichtlich berticksichtigt der Schéatzer fi im Gegensatz zu dem oben betrachteten Schatzer jiy
alle Beobachtungswerte p;, (k =1,...,N), nicht nur den ersten und letzten. Wir werden im
Folgenden sehen, dafs dies unter bestimmten Voraussetzungen (insbesondere Annahme 2.1)
zu einer besseren Asymptotik fiir die Varianz des Schétzers fiihrt.

Bevor wir Aussagen zur Konsistenz und den Varianzen von fi und py angeben, berechnen
wir die Varianz von ¢;. Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen in (2.11) folgt

A2 A2 1 2 1
D2q = — (_625tk 2 (B + _62"{tk)
"B ) (v-B)2\28 B+ 2y
2
o
— (1 — e 2t k=1.....N).
F (=) (k=1

(2.16)

Damit ergibt sich die Varianz der Schétzfunktion py als

1 A2 1 A2 2 1
DZ,u e A (_e%’tzv 2 BN + —eQVtN)
N 2By B (v—B)2\28 B+ 2y
1 o2
+ - — (1 — e, (2.17)
3 2y ( )

Da der Prozefs p;,, ein Gaufs-Prozef ist, sind p;,, und puy = I?TN normalverteilte Zufallsgrofen.
Da weiterhin die Varianz des Schétzers fiir immer grofser werdende Beobachtungszeitraume
gegen Null konvergiert, d.h. lim D? iy = 0 gilt, folgt die Konsistenz des Schitzers.

N—oo

Nun wenden wir uns dem Schatzer i zu. Wir zeigen zunéchst die Konsistenz.
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Satz 2.2
Die Bedingungen aus Annahme 2.1 seien erfiillt. Dann ist die Schétzfunktion

ily) = N +1) Z &
konsistent, d. h. fiir beliebiges ¢ > 0 gilt
1 [0 — > = 0.
ngnooP(\u(g) = e) 0

Beweis: Wegen ¢, = cx = 0 gilt Eq,, = 0 fiir alle £ = 1,..., N. Fiir die Varianz von [
_ Cov{aay) <1fird,j=1,...,N die Abschatzung

NG T
4 N
- oD (Z%k> N (Z %ﬁ“tk)
4 N N
- NQ(N+]_ 27_2 (Z qtk) N2 N+1 7_2 ZZCOV Qt,aQtJ)
< —(4/D?*q, +... +4/D?
—N2(N+1)2r2 B - Qe

~—
<N2Cn

ergibt sich dann mit

4Cy

< NinEe (2.18)

wobei Cly := ,max D? qt,,- Aus der Gleichung (2.16) erhalten wir wegen

.....

_ _ 2 B B 5
(iezﬁt’“ — Lef(ﬁJr’Y)tk 4 i€2fytk) _ (fye Bt — ﬁe ’ytk) + ﬁfy (6 Bl _ ¢ 'ytk) -
» i 2 267(8 +7) -

fiir k =1,..., N die folgende Abschéatzung fiir Cy
==, (2.19)

Sei nun € > 0 beliebig. Aufgrund der Erwartungstreue ergibt sich dann mit der Ungleichung

von Tschebyscheff
. 4C
0< P (| - nl 2 <) < i

Mit Grenzwertbildung fiir N — oo folgt daraus schlieklich die Behauptung. .

Die Varianz des Schétzers i fiir die hier betrachtete Situation explizit auszurechnen ist
sehr aufwendig. Dies wird durch die Tatsache verursacht, daf die Grofen ¢, nicht stocha-
stisch unabhédngig sind. Wir beschranken uns deshalb neben den bereits vorgenommenen
Einschrankungen noch auf den Fall A = 0 (vgl. auch [4]). In diesem Fall ist ¢ ein univa-
riater Ornstein-Uhlenbeck-Prozefs. Auch hier sind die Werte ¢;, nach wie vor stochastisch
abhéngig. Allerdings finden wir fiir diesen Fall neben der expliziten Formel relativ leicht
eine schérfere obere Schranke fiir die Varianz der Schatzfunktion /.

10



Satz 2.3
Neben der Annahme 2.1 sei noch A = 0. Dann gilt fiir die Varianz des Schétzers jiy

D%y — T o 2.20

und fiir die Varianz des Schétzers [i

4 0% 14e7
D% < P —
S Nsr2 9y T e

(2.21)

Beweis: Die Beziehung (2.20) erhalten wir unmittelbar aus der Formel (2.17) durch Ein-
setzen von A = 0.

Zum Beweis der Ungleichung (2.21) setzen wir zunéchst g := e=77. Wegen v > 0 gilt dann
offensichtlich 0 < g < 1. Ferner definieren wir uns Zufallsgrofen & mit

173
nga/ e =D awe (k=1,...,N).
tp—1

Diese sind fiir alle £ = 1, ..., N vollstdndig stochastisch unabhéngig und normalverteilt mit
Erwartungswert Null und den Varianzen

D2¢ = o2 B 2tk —5) Jg — 0_2 1— e 27) = 0_2 1 — g2 k=1 N
gk =0 € § = QW’( € ) — QW/( g ) ( — Ly )'
te—1

Nach Gleichung (2.4) kénnen wir dann ¢, wie folgt zerlegen

Q. = 944, + Sk
= g(g%k,g + gkfl) +& = QQth,2 + 9&k—1 + &

k
= ... :gkcq—i—ng*]fj (k=1,...,N).

=0 J=1

Wir summieren nun die Werte ¢, fiir £ =1,..., N auf und erhalten

N
D =G+ (g8 e) 4+ (0T g )
k=1

—&(14g+. 49" )+ Feva(1+9) +&n.

Mit den vollsténdig unabhéngigen Zufallsgrofsen

konnen wir jetzt die Summe abhéngiger Zufallsgrofsen ¢, in eine Summe unabhéngiger
Zufallsgrofen (), iiberfithren. Es gilt dann gerade

N N
> 0= G-
k=1 k=1

11



Die (; sind ebenfalls normalverteilt mit Erwartungswert Null. Wegen 0 < ¢ < 1 finden
wir mit dem Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe fiir die Varianzen die folgende
Abschatzung

Nk 1 o 1+4yg
D? ¢, = D?*¢;, - 7] < D*¢ - =—.-—2 (k=1,...,N). 2.22
Cr &k (JZOQ ) &k A—gf 20 1—g ( ;o N) (2.22)
Unter Ausnutzung von m < ﬁ fiir N > 1 erhalten wir aus der Unabhéingigkeit der (;
und der Abschétzung (2.22) die Behauptung. -

Bemerkung 2.4 Aus der Zerlegung von ¢, mittels der Zufallsgréfen &, erhédlt man nach
einigen Umformungen auch den folgenden etwas unhandlichen Ausdruck fiir die Varianz des
Schéatzers 1 (bei Giiltigkeit der Annahme 2.1 und A = 0)

D2 /i — 4 o2 1+4e 7 1 — e (N+D)T 6—27(N+1)T)

- .= [(N+1) -2
N2(N+1)272 2y 1—e7 (< +1) l—em * 1 —e 7

Bemerkung 2.5 Aus dem Satz 2.3 konnen wir schlufsfolgern, daf, bei Giiltigkeit der An-

nahme 2.1 und A = 0 fiir v > 0 die Varianz des Schéitzers i eine bessere Asymptotik besitzt
14e7

als die Varianz des Schétzers 1. Andererseits kann die Konstante % fiir kleine Werte
R e— T

~ und 7 sehr grof werden. Fiir einen festen Beobachtungszeitraum [0, T'| konnte es also fiir

kleine Werte v durchaus passieren, dafs der Schétzer puy dem Schéatzer [i iiberlegen ist.

Beispiel 2.6 Wir betrachten den Fall A = 0 und v = 0.5 mit der konstanten Volatilitat
o = 0.01. Ferner nehmen wir an, daf uns fiir die Lags 7 = 1 bzw. 7 = 10 jeweils N = 100
Beobachtungswerte zur Verfiigung stehen.

Nach Satz 2.3 kénnen wir erwarten, daf fiir 7 = 1 die Varianz von py mindestens um den
Faktor 6 grofer ist als die der Schatzfunktion . Fiir 7 = 10 sollte der Faktor sogar fast
25 betragen. Wir haben fiir diese beiden Fille jeweils 1000 Trajektorien simuliert und die
entsprechenden empirischen Varianzen der Schéitzer verglichen. Mit 6.38 und 25.85 lagen
die Ergebnisse fiir den relativen Grofsenunterschied im Rahmen unserer Erwartungen (vgl.
Tabelle 2.1). Es sei aber auch erwéhnt, dafs die absoluten Werte der empirischen Varianzen
mit GroRenordnungen von 10~% und darunter fiir dieses Beispiel ohnehin sehr klein ausfallen.

- D*uy/ D%

Untere Schranke ‘ Empirischer Wert
1 6.12 6.38
10 24.67 25.85

Tabelle 2.1: Vergleich der Varianzen der Schatzfunktionen py und f

Wir wollen noch untersuchen, welche Varianz der Schétzer i im Black-Scholes Modell (d. h.
fiir v = A = 0) besitzt. Das niichste Lemma gibt eine Antwort. Fiir groke N gilt D? /i ~
% D? juy. Dies zeigt, dass der Schétzer 1y im Black-Scholes Modell dem Schiitzer /i iiberlegen
ist.

12



Lemma 2.7

Seien v = A =0 in (2.1) sowie ¢, = cx = 0. Sei weiterhin die Volatilitdtsfunktion konstant,
d.h. o(t) = o >0 fiir alle t € [0,T). Dann gilt fiir die Varianzen der Schétzer [i und jy

4 0> N+ 3 o’

Beweis: Die Varianz fiir den Schétzer uy wurde bereits am Anfang dieses Abschnitts unter-
sucht. Es bleibt die Formel fiir D* /i zu zeigen. Unter den getroffenen Annahmen gilt ¢, =
Ji* cdW und damit

Cov (qti, qtj) =o? min(t;, tj) .

Weiterhin gilt

Um die Beziehung (2.23) zu beweisen, miissen wir also lediglich

S mini ) — ANV 1) (m%)

=1 j=1

zeigen. Mit den bekannten Summenformeln

N N
N(N +1 N(N+1)(2N +1
SO NOED S NN
2 — 6

i=1

geschieht dies wie folgt,

> ) min(i, j) =

i=1 j=1

me i, 7) Z min(z, j)

=1+1 —

FE)- (i

N(N +1) (N+%) .

M- »zMz

-
Il

COlH

Fiir unser Modell mit verschwindenden Anfangsbedingungen und konstanter Volatilitat ha-
ben wir mit Hilfe numerischer Fallstudien noch andere Parameterkonstellationen untersucht,
auch solche mit A > 0. In einer Vielzahl dieser Versuche hat sich gezeigt, daft der Schéatzer
i eine kleinere empirische Varianz besitzt als der Schétzer uy. Wenn dieser Effekt auch fiir
viele Parameterkonstellationen bei weitem nicht so ausgeprégt ist wie in Beispiel 2.6, so ist
er doch meist vorhanden.
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Selbstverstandlich muf eingerdumt werden, dafs es auch Situationen gibt, in denen der Schét-
zer [i etwas schlechter abschneidet als py, so z. B. fiir den Fall, dafs der Parameter ~ sehr
klein ist (v < 1). Dies ist in Anbetracht der obigen theoretischen Untersuchungen auch zu
erwarten, vergleiche Bemerkung 2.5.

Zusammenfassend 1afit sich sagen, daf der Schéatzer ji fiir zahlreiche Parameterkonstella-
tionen deutlich bessere Ergebnisse (im Sinne der empirischen Varianz) liefert, wiahrend er
bei keiner Parameterkonstellation gravierend schlechter abschneidet als py. Wir konnten in
keinem der von uns untersuchten Félle eine empirische Varianz von ji beobachten, die mehr
als doppelt so grofs war wie diejenige von py.

3 Maximum-Likelihood-Methode

In Abschnitt 2 haben wir gesehen, dass der Parameter ox ohne Einschrankung der Allge-
meinheit auf Eins gesetzt werden kann. Weiterhin haben wir eine Schatzfunktion fiir den
Parameter p hergeleitet. In diesem Abschnitt werden wir nun sehen, wie wir auf dieser Basis
die restlichen Parameter mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode schitzen kénnen.

Dazu stellen wir im ersten Abschnitt zunéchst die Grundidee der Maximum-Likelihood
Schétzung kurz dar und fiithren einige Bezeichnungen ein, die wir im Weiteren bendtigen
werden. Anschlieffend iiberfiihren wir das verallgemeinerte Bivariate Ornstein-Uhlenbeck
Modell (1.3) in ein Zustandsraummodell, auf das wir den Kalman Filter anwenden kénnen.
Dieser liefert uns Hilfsgrofsen (bedingte Erwartungswerte und bedingte Varianzen), welche
wir zur Herleitung der Likelihoodfunktion fiir die beobachtbaren logarithmierten Aktien-
preise in Abschnitt 3.3 bendtigen.

3.1 Allgemeine Einfiihrung

Wir betrachten einen Zufallsvektor u = (uy,...,u,)T, n > 1. Die einzelnen Komponenten
konnen stochastisch unabhéngig sein, miissen dies aber nicht zwingend. Wir nehmen an, dafs
die Verteilung von u durch einen Parametervektor 8 = (6;,...,0,,)T € ©, m > 1 bestimmt
wird. © C R™ ist der sogenannte Parameterraum.

Definition 3.1 (Likelihood-Funktion)
Sei u = (u1,...,un)’, n > 1 ein Zufallsvektor wie oben. Fiir eine konkrete Realisierung

u* = (ui,...,u:)T von u heift die durch

L(w']8) == gu(u’,0) (3.1)

definierte Funktion Likelihood-Funktion von u*. Dabei ist g,( - ,0) die Dichtefunktion von u
unter dem Parametervektor 0 = (0y,...,0,,)" € ©.

Bemerkung 3.2 Die Funktion L(u*|€) ist eine Funktion in 6.

Zur Bestimmung eines Schitzwertes 0° = (05, ...,607)T € O fiir den unbekannten Parame-
tervektor 8 betrachten wir das Optimierungsproblem

L(u*| ) — max fir § € ©. (3.2)
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Wir wihlen den Schatzwert 0 als Losung von (3.2). Dabei kann es vorkommen, daf dieser
nicht eindeutig bestimmt ist.

Da die Funktion In (-) : (0, 00) — R streng monoton wachsend ist, kdnnen wir anstelle von
(3.2) auch die dazu dquivalente Aufgabe

In L(u*|§) — max fiir § € © (3.3)

16sen. Die Funktion In L(u*|€) wird als Loglikelihood-Funktion bezeichnet.

Bemerkung 3.3 Die Loglikelihood-Funktion l&ft sich in vielen Fallen sowohl explizit als
auch bei numerischen Rechnungen leichter handhaben.

Wir kehren nun wieder zu unserem Modell zuriick und fiithren die folgende Bezeichnung ein.
Um die Notation #hnlich zu der in [8] zu halten, haben wir in (2.13) den logarithmierten
Aktienpreisprozess p mit y und eine konkrete Realisierung dieses Prozesses mit y* bezeichnet.

Weiterhin fassen wir die drei zu identifizierenden Parameter v, A und [ in einem Vektor
p=(7A B)T zusammen. Den Definitionsbereich fiir p beschrinken wir dabei auf die Menge

D={peR’:v>0,1>0,3>0} (3.4)
ein.
Jedem Parametervektor p € D wird ein stochastischer Prozef y zugeordnet. Die Eigenschaf-

ten dieses Prozesses hingen natiirlich von dem jeweiligen Parametervektor ab. Fiir eine
konkrete Zufallssituation w € €2 erhalten wir dann eine Trajektorie des Prozesses.

In den néchsten Abschnitten gehen wir davon aus, dass der Parameter p bekannt ist und
werden mittels Maximum-Likelihood-Methode den exakten Parametervektor p aus den zu
den Zeitpunkten t,ty,...,ty beobachteten Kursdaten (2.14) schitzen. Die Dichtefunktion
von y unter dem Parametervektor p bezeichnen wir mit g,(-,p). Zur Herleitung dieser
Dichtefunktion formulieren wir das Modell 1.1 zunéchst als Zustandsraummodell, fiir das
wir den Kalman Filter anwenden konnen. Dieser liefert uns wesentliche Gréfen, die wir zur
Berechnung der Likelihoodfunktion benétigen.

3.2 Zustandsraummodell und Kalman-Filter

Wie in Abschnitt 2 fassen wir die Werte ¢;, und X, in einem Zufallsvektor a zusammen,

Qt k

d.h. wir setzen o, := (X
tg

). Aus der Darstellung (2.3) erhélt man sofort die rekursive
Darstellung
i
Q= eTAgtk_l +/ et B (s) dW, . (3.5)

th—1

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, werden wir die weiteren Berechnungen nur fiir den
Fall v # (§ darstellen. Wir bemerken jedoch, dafs der Fall v = 3 vollkommen analog behan-

1
delt werden kann. Mit der Notation T := ¢ sowie R := (O 716 ) und

t vt —s t vt —s
t:,la(s)e v(tk )dqu_ 'y%ﬁ t:,le v(tk )dWSX

= k=1,....N
L b e Pl=s) gy X ( )

tp—1

15



kénnen wir (3.5) auch als
a,, =Tay,  +Rny,  (k=1....N)
schreiben.

Diese Darstellung zeigt, dak o ein Markov-Prozefs erster Ordnung in diskreter Zeit ist, d. h.
ein Prozef, bei dem die Abhéngigkeit des Zustands zum Zeitpunkt ¢, von der Vergangenheit
vollstdndig durch die Abhéngigkeit zum Zeitpunkt ¢;_; beschrieben wird. Die Vektoren n,,
sind unabhéngige normalverteilte Zufallsvektoren. Es gilt

)

wobei @y, := En n’ die Kovarianzmatrix bezeichnet. Mit der Notation
k Lttty

to
H{(ty, ts) ::/ o?(s)e" 2279 s

t1

und der Hilfsfunktion h,(-) : [0,00) — R, definiert durch

T 11 —eer 0
h.(c) = / e~ ds = { =) e , (3.6)
0 T c=20

konnen wir die Matrizen )y, wie folgt berechnen
2
it t) + (325) he(21) =25 he(8+1)

— 22 he(B+7) e (26)

Qu =

Fassen wir die bisherigen Uberlegungen zusammen und fiihren die Notation z := (1,0)” und
dy, := pty ein, so konnen wir v, = g, + pti wie folgt beschreiben.

Y, =2 oy +dy, (k=1,...,N), (3.8a)
wobei q, der Gleichung
o, :TgtIHJrRth (k=1,...,N) (3.8b)

geniigt.

Diese Darstellung bezeichnet man auch als Zustandsraummodell (state space model). Da
der Prozefs y beobachtet (gemessen) werden kann, wird die Gleichung (3.8a) Beobachtungs-
gleichung (measurement equation) genannt. Die Werte y;, héngen von den Zustéinden ay,
ab, die nicht direkt beobachtet werden kénnen. Der Vektor a, wird Zustandsvektor (state
vector) und die Gleichung (3.8b) Zustandsgleichung (transition equation) genannt (siehe
z.B. [2]).

Zur Vervollsténdigung des Zustandsraummodells fiir den logarithmierten Preisprozef p; be-
notigen wir abschliefend noch eine Annahme iiber den Anfangszustand c¢,. Wir werden im
Folgenden annehmen, daf der Anfangszustand a, = c, normalverteilt ist mit Erwartungs-

wertvektor @ und Kovarianzmatrix P, d.h. es soll gelten
e~ N (@, 15) . (3.9)

Weiterhin erinnern wir daran, dass der Anfangszustand und die Vektoren n, fir alle b =
—lk
1,..., N unkorreliert sind.
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Definition 3.4

Es seien yi,, Y, , - - -, Y, die zuféilligen Werte des logarithmierten Aktienpreisprozesses y = p
auf dem in (1.4) eingefiihrten Zeitgitter bis einschliellich zum Zeitpunkt t,, k =0, 1,... N.
Die durch diese Werte erzeugte kleinste o-Algebra bezeichnen wir mit §;,, d. h. es gilt

St =0 Yro, Ytrs---5,) (E=0,1,...,N). (3.10)

Wir bemerken, daf die Familie (§, ), _,
Man definiert fiir £,0 =0,1,...,Nund [ < k

n von o-Algebren eine Filtration bildet.

a, = E (th’&l) und (3.11a)
P,y = Cov (th‘gtz)

T (3.11b)
—E [ (a,, ~ E (a,]30)) (e, B (0, 5))"| 5]

Qy, |y, 18t der bedingte Erwartungswert und P, |4, die bedingte Kovarianzmatrix von o, unter
der Bedingung §,. Fiir & = [ schreiben wir kurz g, und P, .

Bemerkung 3.5 Die so definierten bedingten Erwartungswerte beziiglich einer o-Algebra
sind im allgemeinen Zufallsgrofsen. Erst bei Fixierung eines wg € €2 kénnen wir die beding-
ten Erwartungswerte als konkrete Zahlen (Realisierungen dieser Zufallsgrofsen) auffassen.
Fiir unseren konkreten Gaufs-Fall, werden wir jedoch im Weiteren sehen, dass die Matrizen
Py, 4, , bzw. P, nicht zuféllig sind. Insbesondere werden wir Formeln herleiten, mit denen
diese Grofen fiir jedes k berechnet werden kénnen, vorausgesetzt die Parameter v, A, 3, die
Volatilititsfunktion o und & sowie P sind bekannt. Die bedingten Erwartungswerte Qy, ¢,
sind jedoch auch in dem hier betrachteten Fall nichtentartete Zufallsgrofen, d. h. sie hdngen
von der konkreten Trajektorie w ab.

Wir betrachten nun den bedingten Erwartungswert und die bedingte Kovarianzmatrix der
Zusténde o, unter der Bedingung §, ,, kurz

iy, = E(a,|8,_,) und (3.12a)
Py, 4., = Cov (th‘ Stk,l) . (3.12b)

Wie wir wissen, sind die Vektoren n,, und der Vektor a, fiir alle k =1,..., N vollstandig
stochastisch unabhéngig (vgl. oben). Mit (3.8b) erhalten wir dann fir k=1,..., N

th lth_1 — E (th } %’tkfl) =E (Tgtk71 + Rﬂtk} Stk,1>

= TE (gtk71 ’ gtk_l ) +RE (ﬂtk ’ &tk—l ) (3138:)
:Q:;—l :Egk:O

=Ta, und
—tk—-1
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T
Py iy, = Cov (0, |8, ) =B [(th —ay, \tk_l) (th — ay, \tk_l)

T
_ [(T%l + R, ~Ta, ) (Ta, , + R, —Ta, ) |5 }

e[ ) ) (7o) ) o
—~TE {(gtkl —thfl) <gtH _Qt“)T % } 7 (3.13b)

_Cov(at |3’5k 1) Ptk—l

+T-0-R"+R-0-T"+ RE (n, 1] [§_, ) B"

~~

=En, ny =Qu
=TP, ,T" + RQ, R".
Bei den verschwindenden Termen in den obigen Rechnungen haben wir die Unabhangigkeit

von a;  und n,, ausgenutzt. Diese lasst sich wie folgt zeigen. Nach der Gleichung (3.8b)
konnen wir o, ~ schreiben als

a, =T oy, +T" Ry, +...+ TRy,  +ARny, . (3.14)

Da die Vektoren UPRERRSY/M und a,  vollstindig stochastisch unabhéngig sind, ergibt sich
aus der Darstellung (3.14) auch die stochastische Unabhéngigkeit von a;,  und n,, -

Die Gleichungen (3.13a) und (3.13b) erlauben es, anhand der Daten v, y,, ..., ys,_, eine
Schitzung fiir den Zustand o, zu berechnen. Man nennt sie deshalb Prognosegleichungen
(prediction equations).

Mit a,, |, , kann man auch eine Schiitzung (Prognose) fiir y;, angeben. Man definiert analog
firk=1,...,N

ytk ‘tk—l L= E ytk }Stk 1)
=E (Z Oétk _'_dtk‘ Stk 1)

3.15
TE atk‘gtk 1)+dtk ( )
= —Ta“tk [tn_1 + dtk'
Der Fehler der Schitzung (3.15) (Prognosefehler) wird definiert durch
Uty + = Yt — Yty [ ths
B, (k=1,...,N). (3.16a)
=2 %y T Ly,

Fir den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz von v,, unter der Bedingung
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St._, erhalten wir fir k=1,..., N
E (vn,|F1) = E (%, — Ve ey | St
=E (?/tk ‘ Stk_l) ~ Y tr, =0 und

foo :=E (7| o) = E (5,0 | Fu )
T
=2"E {(ch - thm,l) (th _th“k—l) &k—l} £

N /

(3.16b)

-~

:COV<%k ‘Stk_l ):Ptk [tg—1

= gTPtk [tr—1 Z.
Bemerkung 3.6 Die Grofen v, und f;, sind gerade die Resultate des Kalman-Filters,
welche wir spater zur Berechnung der Likelihood-Funktion bendtigen. Fixieren wir wqy € €2,

d.h. wir betrachten die durch wy erzeugte Trajektorie, so sind die Werte v}, := vy, (wp) und
[t = fi, (wo) konkrete Zahlen.

Sobald uns ein neuer Beobachtungswert y,, zur Verfiigung steht, konnen wir die Schétzung
fir o, aktualisieren, d. h. wir berticksichtigen die zusétzliche Information, die uns der Wert
yr, verschafft. Dies geschiecht mit Hilfe der sogenannten Korrekturgleichungen (updating
equations) (vgl. [2], [6])

Ay = gy 1ty + Ptk [te—1 gft;1 (ytk - gTth [te—1 dtk) (k‘ -1 N) (3 17&)

= —1
o th ‘tk—l + Ptk ‘tkfl éftk vtk und

By, = Ptk|tk71 - Ptk|tk71 gftzlgTPtkltkq (k =1,.. '>N)' (3'17b)

Die Herleitung der Korrekturgleichungen (3.17a) und (3.17b) ist ziemlich umfangreich, wes-
halb wir diese hier nicht vornehmen werden. Sie kann in 2] oder [8] nachgelesen werden.

Die Initialisierung des Kalman Filters geschieht wie folgt. Als Input wird der Erwartungs-
wert @ und die Kovarianzmatrix P des Anfangszustands ¢, benotigt, siehe auch (3.9). Nach
der ersten Beobachtung (zum Zeitpunkt #y) berechnen wir @, und P, durch

a,

o = B (ay,|81) —a+Pzf [, — 4]

mit f := 2T Pz (siehe auch [6, S. 73]).

Anschliefend werden die Prognoseschritte und der Korrekturschritte abwechselnd fir k& =
1,..., N ausgefiihrt, indem die entsprechenden Werte rekursiv berechnet werden. Die in
den Rekursionen verwendeten Grofsen sind in der Tabelle 3.1 noch einmal iibersichtlich
zusammengefalst.

Bemerkung 3.7 Bei der Berechnung von P, |, , tritt das Produkt RQ);, RT auf. Fiir die
numerische Auswertung sollte man dabei beriicksichtigen, dass der Term w%ﬁ in R fir v~
sehr grofs wird. Da dies zu numerischen Problemen fiihren kann, ist es empfehlenswert, bei

der numerischen Umsetzung die Matrizen R, (), nicht getrennt aufzustellen und dann zu
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Grofe | Definition Berechnung
a Ec,=Eq, —
P Covc, =Cova,, | —
f Cov yy, TPz
[P |
Gy E(Qt0|3to) a+Pzf [yto z a]
Pto COV(QtO|StQ) p_pgf 1§Tp
Dty [t E (th } 3151«-1 ) Tth,l
Ptk ltk—1 Cov (th ’ %tk’—l ) TPtk—1TT + Rth R”
Gy, E(a,|3:) Uy 1ty T Pric 1y 2 f v,
Ptk’ COV (gtk ’ Stk) Ptk ‘tkfl - Ptk ‘tkfl gftzlgTPtk ‘tk,1
Ytg | ty—1 E (ytk} Stk_l) ZTth [ ti_1 + dtk
Yty — Werte konnen beobachtet werden
Uy, Yt — Yty | e 2T (th —ay, |tk_1) bzw. wie in der Definition
fu E (UtQk ‘ Sty ) zTPtk [th1 2

Tabelle 3.1: Grolen in den Kalman-Filter-Rekursionen
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multiplizieren, sondern sofort die Matrix 3, := RQ,, RT aufzustellen. Die Eintrige von ¥,
sehen wie folgt aus

T

A 2
Ztk(l’ 1) — H(tk—latk) + <—> / (e—V(T—S) _ e—ﬁ(r—s))Q s
v—= 03 0

)\ T
Y, (2,1) = X, (1,2) = —/ e P=9) (e70r=s) — e (779 g
v =08 Jo

¥, (2,2) = / e 2= g5 .
0

6_7(7—_5) — 6_6(7_8)

v—=0

= (s — 7)e P9 sind diese Ausdriicke beschrinkt.

Wegen lim
’y—)

3.3 Likelihood-Funktion

Bisher sind wir davon ausgegangen, daf der Anfangszustand a, = ¢, normalverteilt ist mit
Erwartungswertvektor @ und Kovarianzmatrix P. Um die weiteren Betrachtungen etwas zu
vereinfachen, nehmen wir nun an, daf die Anfangsbedingung c,, identisch Null ist, d.h. a= 0
und P= 0. Der Wert g, kann in diesem Fall als eine Zufallsgroke, die fast sicher den Wert
Null annimmt, aufgefakt werden. Ohne diese Einschrinkung wiirden eventuell in & bzw. P
enthaltene zusétzliche Parameter, welche die Verteilung von ¢y und X, charakterisieren, mit
in die Likelihood-Funktion eingehen.

3.3.1 Gemeinsame Dichtefunktion der Beobachtungen

In Abschnitt 3.1 hatten wir den Vektor y = (yy,,-..,¥:,) von Beobachtungsdaten einer
beliebigen Trajektorie des Prozesses y definiert. Aufgrund der in diesem Abschnitt hinzu-
gefiigten Anfangsbedingung y;, = 0 ist die Beobachtung zum Zeitpunkt ¢, nicht nétig. Die
Initialisierung des Kalman Filters erfolgt in diesem Fall einfach durch a;,, = 0 und P, = 0.

Wir versuchen jetzt, eine Darstellung fiir die Dichtefunktion g,, Yin (z1,..., 2N, p) dieses

.....

zufilligen Vektors unter den Parametern p zu finden. Dafiir bendtigen wir den folgenden
Satz iiber die normale Korrelation an. Fiir den Beweis verweisen wir auf [6, S. 61ff.] oder

auf [9].

Satz 3.8
Sei u = (ug,... ,up)T ~ N, (H’ E) ein p-dimensional normalverteilter Zufallsvektor mit
Erwartungswertvektor p := Eu und Kovarianzmatrix

Y :=Cov(u) =E [(g—ﬁ) (Q—H)T] .
Ferner seien
= (ug, ..., u) ~ N, (HP 211> und  uy= (Upy1, ... ,up)TN N, v (sz 222)
mit 1 < r < p zwei Teilvektoren von u, d. h. es gilt
) () (2)
uy )T\ My Eu,
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> X 21 Cov(u;, ;) Cov(uy, uy)
Y1 299 Cov(uy,u;) Cov(uy,uy) .
Dann ist die bedingte Verteilung von u, bei gegebenem wu, eine (p — r) - dimensionale Nor-
malverteilung mit Erwartungswertvektor

ji =, + S S (m - H1> (3.18a)
und Kovarianzmatrix

Y =Ygy — 1 X5 B1a, (3.18b)

wobei Y1 eine verallgemeinerte Inverse von ¥y ist.

Bemerkung 3.9 Fiir eine verallgemeinerte Inverse X7, von Xqp gilt 31127211 = ¥4;. Falls
die Inverse X' existiert, so gilt ¥, = X}

Wir nehmen an, dak die Inverse ! existiert. Mit den Vektoren z, = (z1,... ,IT)T und
Ty = (Triq,. .. ,a:p)T als Teilvektoren von z = (z1,... ,a:p)T erhalten wir damit fiir die
bedingte Dichte von u, unter der Bedingung u, = z;

1 1 NT & N

Gy (€ | 1y = 2y) = ——— — - exp (—5 (2o — 1) 7 (25 — H)) . (3.19)
(2m)"" (det 2) ’

Aus den Herleitungen in [9] wird auch ersichtlich, daf gilt

gu(z) .
., =)= 2 fiir g, 0. 3.20
Gu, (T | Uy = 27) G (@) tir gy, (z,) > (3.20)

Wir kehren nun wieder zu unserem Modell zuriick. Man kann zeigen, dafs die gemeinsame
Verteilung des zufélligen Vektors (yy,, - . ., ytk)T eine Normalverteilung ist. Der Satz 3.8 liefert
uns, dafs dann die bedingte Verteilung von y, , & > 2 bei gegebenen Werten y,, ...,y _,
ebenfalls eine Normalverteilung ist.

Mit
gytl,---,ytk( ) 72_9) (k =1... N)
bezeichnen wir die gemeinsame Dichtefunktion des zufélligen Vektors (yq,, . . . ,ytk)T unter
dem Parametervektor p und mit
Gy, o 0lY =21, Yy =) (K=2,...,N)
die bedingte Dichtefunktion von y, bei gegebenen Werten v, = @1, ..., Yy, _, = Tp—1 unter

dem Parametervektor p-

Zur Vereinfachung und um die weiteren Rechnungen iibersichtlicher zu halten, vereinbaren
wir die folgenden Schreibweisen:

Iy, @, P |y =21, - Yy, = k1) k=2,...,N

gytk ($k,£ | L1y ,l’k_l) =
9o, (21, 7) k=1
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E(ytk‘yt1:x17"'7ytk,1:xk—l) k:2,7N

m(Ty, ..., T 1) =
Eytl k = 1
2 D2(ytk‘yt1:x17"'7ytk,1:xk—1) k=2,...,N
Per,. i) =
D2 yt1 k’ =1
Fir £ = 1,..., N konnen wir die Dichten g,, (g, p| o1, ..., 25-1) nun wie folgt explizit
angeben
1 (zr, —m(x1,. .., 25-1))
Tk, Ti1yeooy Ll = . ex o . 321
gytk< k ]_7| 1 k 1) /27T8(gj‘1,.--’gj‘k_1) p ( 282@,1’.”7:@71) ( )

Aukerdem folgt aus (3.20) mit g,, 4, (21,...,7%-1,p) > 0fiir k =2,..., N die Bezichung

G o ( 1+ Tr ) . (3.22)
gytl,---,ytk71 ('rlu s 7xk717p)

gytk ('rk7]_7|x17 s 73:]4:71) -

Durch wiederholte Anwendung der Beziehung (3.22) ergibt sich schliefslich fiir die gesuchte
Dichte gy, .y, (x1,..., TN, D)

Gyer iy (15 TN, P) = Gy (N, P21 N1 Gy ey (15 TN-1, D)

gytN(xN7]_7|5U17 s 7"L‘N71> tee gth(SL’Q,B‘xl) . gyt1 (,’L‘h]_j)

N
- H gytk(xk7£|x17 s 7xk—1)
k=1

_ . 1 ex _(xk—m(:pl,...,xk_l))Q
_,}_Il \/%S(:m,...,l‘k_ﬂ P ( 28%(z1, ..., K1) ) '
(3.23)

Bemerkung 3.10 Falls man statt der Anfangsbedingung ay, = 0 weiterhin lediglich (3.9)
mit einer reguldren Kovarianzmatrix P fordern mochte, ist eine Beobachtung zum Zeitpunkt
to sinnvoll. In diesem Fall bestimmt man die gemeinsame Dichtefunktion

gytoy---yytk('7B) (k :0,7]\7)

des zufélligen Vektors (v, . .. ,ytk)T unter dem Parametervektor p. Dazu definiert man die
bedingte Dichtefunktion von y, bei gegebenen Werten y,, = x¢, ..., %, , = xp_1 unter
dem Parametervektor p durch

Gy, Pl Y=20, - Yy, =x1-1) (k=1,...,N).
Mit der Schreibweise
Iy, (@, | Yo =20 -+ s Yy, =xk-1) k=1,...,N

gytk ($k,£ | Loy .- - ,l’k_l) =
gyt0<x07g) E=0
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sowie

m(xg,...,x_1) = E (yt,c | Yo = Tos -, Yty_, = :L‘k_l)

52(x07 sy :L‘k—l) = D2 (?/tk | Yto= Tos - - -y Yty — xk—l)

fir k = 1,..., N kénnen die Dichten g,, (zx,p|zo,...,z51) fiir k& = 1,..., N wie folgt
explizit angeben werden

1 exp (_(xk —m(:po,...,xk_ﬂ)z) - (3.24)

Gy, (TPl Ty - T1) = ars o) 252(20, - Th1)

Weiterhin gilt mit f = D%y,

Wie in (3.23) erhélt man durch wiederholte Anwendung der Beziehung

¢ ytk<xo,...7xk7£) (]{Z: 1. .. N) (325)

gytk (.Tk,B ‘ Zo,- -, xk*l) -

.....

gyto ..... ytN<$07---a$N7p)

( ) N 1 (:Uk —m(ﬂfow--aﬂfkfl))Q
_ o, | | -exp | — :
oo 0L k=1 \/%S(xo,...,ﬁk—l) ’ 25%(w0, - Th)

3.3.2 Berechnung und Maximierung der Likelihood-Funktion

Wir betrachten jetzt die beobachteten Werte y; , ..., y/ der konkreten Trajektorie y* und
fixieren dasjenige wy € €2, welches gerade unsere beobachtete Trajektorie y* erzeugt hat, d. h.
es gilt y* = y(wo). Damit kénnen wir m(y;.,...,y;,_,) und s*(y;,,...,y;_ ) firk=1,....N
folgendermafien explizit berechnen (vgl. Abschnitt 3.2)

m(y:p s 7y:tkk_1) =E (ytk‘ Stkﬂ) (w(]) = Yy, |tk71<w0)

x (3.26a)
=Yy, |th—1
und
52(?/:17 e ,yfk,l) = D? (ytk} &tk_l) (WO) =E [(ytk — Yy, \tk_l)Q &tk_l] (wo)
= E (v $u.. ) (o) = fiu(wo) (3.26b)

= f;C :

Zusammen mit der Notation vy = y; — v} e erhalten wir die folgende Darstellung fiir
die gesuchte Likelihood-Funktion.
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Korollar 3.11 .
Fiir die Likelihood-Funktion der beobachteten Werte y* = (y;kl, o ,ny) der konkreten
Trajektorie y* unter dem Parametervektor p gilt

. N 1 v;*kz
L(g |£) = kl:[l m - exp <_2ft’;> ) (3.27)

Die Werte v/ und f; erhilt man direkt aus den Kalman-Filter-Rekursionen. Da v gerade
der Prognosefehler fiir y; und f; die Varianz dieses Fehlers ist (vgl. oben), bezeichnet
man diese Darstellung der Likelihood-Funktion auch als Prognosefehlerzerlegung (prediction
error decomposition form).

Wir formen (3.27) weiter um und erhalten

N * 2
N L1 v
Liy'|lp) = m) 2 [T £ 77 e | 55
Pt I,
N N 1 1 N
=(2m) = - (H ft’;2> - exp (-5 Zf;;lvgkk2> .
k=1 k=1

Der Ubergang zur Loglikelihood-Funktion In L(y*|p) liefert uns schlieflich das folgende
Maximierungsproblem zur Bestimmung des gesuchten Parametervektors p aus den uns zur
Verfiigung stehenden Daten y*

N N
N 1 1
In L(y*|p) = ) In (27) — 5 E In f} — 5 E fti_lv;‘; — max firpe D. (3.28)
k=1 k=1

Indem wir in (3.28) das Absolutglied weglassen und anschliefend mit (—2) durchmultipli-
zieren, erhalten wir die dazu dquivalente Minimierungsaufgabe

N N
Z In 7 + Z ft’;_lv:; — min fiirp € D. (3.29)
k=1 k=1

Dieses Minimierungsproblem kénnen wir nun mittels einer geeigneten Optimierungsroutine
16sen.

4 Numerische Fallstudien

In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse aus den vorangegangenen Abschnitten an-
hand numerischer Fallstudien tiberpriifen. Wir geben uns dazu Parametervektoren p* (die ex-
akten Werte) vor und versuchen dann wiederum genau diese Parameter mittels der erarbei-
teten Schitzverfahren aus simulierten Trajektorien des logarithmierten Aktienpreisprozesses
py zuriickzugewinnen. Bevor wir uns jedoch der Parameterschiatzung zuwenden, erértern wir
im néchsten Abschnitt eine Moglichkeit, die fiir unsere Versuche benétigten Trajektorien zu
simulieren. Wir gehen dabei auch auf die Méglichkeit der Skalierung des Modells ein.
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4.1 Simulation der Trajektorien

Es gibt verschiedene Methoden, Trajektorien des hier untersuchten bivariaten Ornstein-
Uhlenbeck Modells zu simulieren. So sind einerseits Simulationsalgorithmen denkbar, die
auf der expliziten Losung des Ausgangssystems (1.3) basieren und andererseits solche, die
eine Diskretisierung dieses Systems stochastischer Differentialgleichungen zur Grundlage ha-
ben. In [10] wird fiir beide Varianten jeweils ein Algorithmus vorgestellt. Wir verwenden ein
Verfahren, das auf dem in Abschnitt 3.2 eingefithrten Zustandsraummodell des logarith-
mierten Preisprozesses p; und damit auf der expliziten Losung beruht. Der grofste Vorteil
liegt hierbei darin, dafs die Rechengenauigkeit unabhéngig von der Anzahl der Stiitzstellen
ist. Bei approximativen Verfahren, wie z. B. der Diskretisierung, ist dies nicht der Fall (vgl.
[10]).

Wir beschranken uns wieder auf den Fall verschwindender Anfangsbedingungen, d.h. es
soll gelten gy = Xy = 0. Damit ergibt sich unmittelbar y,, = 0. Beginnend mit diesem
Startwert simulieren wir die Werte y;, fiir die Zeitpunkte ¢4,...,¢y rekursiv anhand der
Beobachtungsgleichung (3.8a) und der Zustandsgleichung (3.8b). Die Matrizen T', R und @)y,
sowie der Wert d;, sind fiir alle Zeitpunkte ¢, eindeutig durch die vorgegebenen Parameter
bestimmt (vgl. Abschnitt 3.2). Wir benotigen lediglich noch ein Verfahren zur Simulation
der normalverteilten Stérungsvektoren n, Dabei hilft uns der folgende wohlbekannte Satz.

Satz 4.1

Sei u = (uy,uz)T ein zweidimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswert-
vektor Eu = 0 und Kovarianzmatrix Euu” = ((1] (1)) = I. Sei weiterhin a € R? beliebig und
B € R**? eine symmetrische positiv definite Matrix mit der Cholesky-Zerlegung B = LL™ .
Die Matrix L € R?*? ist dabei eine linke untere Dreiecksmatrix. Dann ist der Zufallsvektor
v = a + Lu zweidimensional normalverteilt mit Erwartungswertvektor a und Kovarianzma-
trix B, d. h. es gilt

v=a+ Lu ~ N>(a, B).

Bei der Simulation des Prozesses a werden wir die Cholesky-Zerlegung der Matrizen @)y,
fir k = 1,..., N benétigen. Die Symmetrie dieser Matrizen ist offensichtlich. Die positive
Definitheit zeigen wir in dem folgenden Lemma.

Lemma 4.2
Die durch (3.7) gegebenen Matrizen @y, sind unter den in Modell 1.1 getroffenen Voraus-
setzungen fiir alle k = 1,..., N positiv definit.

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass fiir beliebiges £k =1,..., N

tg
H(tg_1,tg) :== / 0% (s)e =9 ds >

le—1

gilt, da der Integrand fiir alle s € [t;_1, ] grofer als 0 ist. Weiterhin hatten wir die Funktion
h, :10,00) — R in (3.6) gerade so definiert, dass

hT(c):/O e~m=%) ds

gilt. Insbesondere folgt daraus h,(c) > 0 fir alle ¢ > 0. Weiterhin erhalten wir mit der
Cauchy-Schwartzschen Ungleichung

T 2 T .
</ e*(ﬁJr’Y)(T*S) dS) < / 6725(773) ds / 6727(7—73) ds
0 0 0
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und damit (3 +v)* < h.(28)h(27).
Mit Hilfe dieser Uberlegungen folgt nun sofort

A \2
th(l, 1) = H(tk_l,tk) + (—) hT(Z’Y) >0
v =B
sowie
A\ A\’ )
V=0 v—0

und damit die positive Definitheit von @, . .
Seien nun wuy; (K = 1,...,N, j = 1,2) vollstdndig unabhéngige standardnormalverteilte

Zufallszahlen. Dann konnen wir mit der Folge

vollstéindig unabhingiger auf R? standardnormalverteilter Zufallszahlenvektoren und der

Cholesky-Zerlegung L, Lg’; der Kovarianzmatrix @);, die Vektoren n,, folgendermafen simu-
lieren

n, =L,y (k=1,...,N). (4.1)
Skalierung des Modells
Aus numerischen Griinden verwenden wir nicht die Werte y, = ¢ + ut, sondern die mit
einem reellen Faktor ¢ > 1 skalierten Grofien

U =cyp=cq+cut (k=1,...,N). (4.2)

In Versuchsrechnungen haben wir bemerkt, daf sich in vielen Fillen mit ¢ = 100 bessere
Ergebnisse einstellen, als dies ohne die Skalierung der Fall wére. Auf die Ursachen dieses
Verhaltens werden wir an dieser Stelle jedoch nicht naher eingehen.

Wir erreichen die Skalierung, indem wir den Parameter p durch ji := cu und den Prozef ¢,
durch den skalierten Prozel ¢; := cq; ersetzen. Zu untersuchen bleibt, wie wir die anderen
Parameter und die Volatilitatsfunktion o(¢) verdndern miissen, um eine Multiplikation des

Prozesses ¢ mit dem Faktor ¢ zu erreichen. Dazu betrachten wir wieder das Ausgangssystem
(1.3).

Es gilt
dg; = — (W]t - )‘Xt) dt + U(t)dVth

t t
G o — — / (1o — AX,) ds + / o(s) AW
0 0

!

t ¢

i—io=— [ Gio—enx)ds+ [ aolsyams
0 0

dg = — (7qr — eAXy) dt + co(t)dW}

[

mit der Anfangsbedingung Gy = cc,. Folglich miissen wir zur Skalierung des Prozesses ¢ mit
dem Faktor ¢ noch den Parameter A durch A := ¢\ und die Volatilitdtsfunktion () durch
die Funktion &(t) := co(t) ersetzen. Die Parameter v und [ lassen wir unveréndert.
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Abbildung 4.1: verwendete Volatilitatsfunktion oo (t)
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Tabelle 4.1: Bezeichnungen

4.2 Parameterschatzung

(0.0050
0.0098

0,0.27)
0.2T,0.47)

0.0084
[ 0.0064

0.67,0.87)
0.87,T]
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Die in dieser Arbeit entwickelten Schétzverfahren haben wir in verschiedenen Fallstudien
insbesondere auf die am Ende von Abschnitt 1 formulierten Fragestellungen hin tiberpriift.
Zur Vereinfachung sind wir dabei stets von verschwindenden Anfangsbedingungen gy und X
sowie einer (stiickweise) konstanten Volatilitdtsfunktion ausgegangen. Unsere ersten Rech-
nungen haben wir mit einer konstanten Volatilitatsfunktion o1 = 0.0074 durchgefiihrt. Fiir
die in diesem Paper préasentierten numerischen Ergebnisse haben wir die stiickweise kon-
stante Volatilitatsfunktion

verwendet (siehe Bild 4.1). Ferner wurde, wie in Abschnitt 2.1 erldutert, ox = 1 gesetzt.
Die in den numerischen Fallstudien verwendeten Bezeichnungen sind noch einmal in Tabelle
4.1 zusammengefaft.



‘ v A I} 1 ‘O’X qO‘XO T‘C‘
| 0.3748 0.004797 0.0106 1.6483e-04| 1 0 [ 0 1100 |

Tabelle 4.2: Parameterwerte und weitere Einstellungen

Da der Parameter p in unserem Modell eine gewisse Sonderstellung einnimmt, wollen wir
diesen auch gesondert schitzen, d. h. bei der Bestimmung der Parameter aus den simulierten
Trajektorien sind wir in der nachstehenden Reihenfolge vorgegangen:

1. Schatzung des Parameters p mit der Schétzfunktion j und

2. Schitzung der verbliebenen Parameter v, A und  mittels der Maximum-Likelihood-
Methode. Dazu werden die in Abschnitt 3.2 vorgestellten Kalman-Filter-Rekursionen
angewendet und anschliefsend das Minimierungsproblem (3.29) numerisch in MATLAB
gelost. Als Wert fiir den Parameter p wird dem Algorithmus der zuvor im ersten
Schritt ermittelte Schatzwert iibergeben.

Der fiir unsere Fallstudien verwendete Parametervektor p* sowie die weiteren Einstellungen
sind in Tabelle 4.2 angegeben. Die Werte haben wir dabei groRtenteils in Anlehnung an [7]
gewdhlt (siche auch Abschnitt 2.1). Zur Untersuchung der in der Einleitung formulierten
Fragestellungen werden wir gegebenenfalls einzelne Grofsen ceteris paribus variieren. Diese
verdnderten Werte geben wir dann an den entsprechenden Stellen noch einmal gesondert
an.

Als Startwerte fiir die Maximierung der Likelihood-Funktion wéhlen wir, soweit nichts an-
deres angegeben ist, die Werte

(Y0, Mo, B0)” = (0.5,0.002,0.03)".

4.2.1 Einfluff von Beobachtungsdauer und
Beobachtungshaufigkeit

In dieser Fallstudie haben wir mit den Daten aus Tabelle 4.2 jeweils 100 Trajektorien fiir
verschiedene Beobachtungszeitraume T simuliert. Aus diesen Daten wurden anschliefend
die Parameter v, A, § und pu geschitzt. In den Tabellen 4.3 und 4.4 sind die empirischen
Mittelwerte und die empirischen Varianzen der Ergebnisse angegeben.

Neben der Auswertung mittels Tabellen, welche Zahlenwerte wie empirische Momente oder
die Anteile der Schétzungen mit einem gewissen relativen Fehler wiedergeben, verwenden
wir auch Diagramme wie z.B.Abbildung 4.2. Fiir jeden der vier Parameter v, A, 5 und p ist
darin der exakte Wert mit einem roten Strich gekennzeichnet und jeder einzelne Schatzwert
wurde durch eine blaue Linie dargestellt. Weiterhin bezeichnen die rot gestrichelten Linien
die 5% und die 95%-Quantile.

Wir erkennen, daf ldngere Beobachtungszeitraume bessere Ergebnisse liefern als kiirzere.
Angesichts der groferen Anzahl an verfiigharen Preisdaten sollte dies auch nicht iiber-
raschen. Die Resultate fallen aber fiir die einzelnen Parameter unterschiedlich aus. So werden
~ und A auch fiir kurze Beobachtungsdauern im Mittel bereits sehr gut geschétzt, wihrend
sich fiir # und p noch Probleme ergeben. Bei kurzen Beobachtungszeitrdumen reichte ver-
mutlich die in den Aktienpreisen enthaltene Information iiber den Parameter 3 nicht aus,
um eine gute Néaherung fiir diesen Parameter zu erhalten. In dem Diagramm 4.2, welches
die Ergebnisse fiir unser Experiment mit 7" = 1000 wiedergibt, sieht man deutlich, daf der
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Tabelle 4.3: Empirische Mittelwerte der Schatzungen fiir verschiedene Beobachtungszeitriu-

me T

Beobachtungs- | Empirischer Mittelwert der Schatzungen
zeitraum 7T fiir ~ ‘ fiir A ‘ fiir g8 ‘ fiir p
1000 0.37969 | 0.0048555 | 0.016964 | 0.016028
5000 0.37205 | 0.00479 | 0.011494 | 0.016625
10000 0.37729 | 0.00482 | 0.010877 | 0.016502
20000 0.37312 | 0.00477 | 0.010749 | 0.016488

Beobachtungs- Empirische Varianz der Schatzungen
zeitraum 7' fiir ‘ fiir A ‘ fiir 2 ‘ fiir p
1000 0.011421 | 9.6736e-7 | 1.0232e-5 | 4.6774e-5
5000 0.0018243 | 1.5602e-7 | 5.0364e-6 | 4.8782¢-7
10000 0.00086512 | 7.1921e-8 | 2.1500e-6 | 5.4673¢e-8
20000 0.00042841 | 3.7073e-8 | 1.4192e-6 | 8.1588¢-9

Tabelle 4.4: Empirische Varianzen der Schétzungen fiir verschiedene Beobachtungszeitraume
T

geschitzte Parameter 3 héufig zu nah an dem Startwert der Iteration Gy = 0.03 liegt. Fiir
einen Zeitraum von T = 5000 Tagen traten diese Probleme nicht mehr auf.

Da uns in der Praxis nur eine Trajektorie zur Verfiigung steht, interessiert uns vor allem
die Streuung der Ergebnisse. Tabelle 4.5 zeigt uns, dafs, abgesehen von g, bei einer Beob-
achtungsdauer von 5000 Tagen noch ein nicht unwesentlicher Teil aller Schatzungen relative
Fehler von 20 Prozent und mehr aufweist. Am schwierigsten erscheint die Schatzung des
Riickzugsparameters (3, bei der selbst fiir einen Beobachtungszeitraum von 20000 Tagen
noch ca. 40% der Schétzwerte einen relativen Fehler von mehr als 20 Prozent besitzen.
Die geringste Schwankungsbreite weisen zweifellos die Ergebnisse fiir x4 auf. Fir 7" > 5000
konnten wir bei nahezu keiner Schiatzung einen Fehler von mehr als 20 Prozent nachweisen.

Bei der Bewertung dieser Ergebnisse ist generell zu bemerken, dafs ein Beobachtungszeitraum
von 5000 Tagen (ca. 14 Jahre) fiir praktische Untersuchungen unrealistisch lang ist. Anderer-
seits hat uns das in Abschnitt 2 dargestellte Beispiel fiir die Schéitzung des Driftparameters
1 im Black-Scholes Modell gelehrt, dass es bei der Schatzung von Driftparametern nicht aus-
reicht, viele Beobachtungen auf einem kurzen Zeitintervall durchzufiihren. Konsistenz des
Schétzers erreicht man im Allgemeinen nur fiir die Asymptotik 7" — oco. Weiterhin ist zu
bemerken, dass ein relativer Fehler von 20 Prozent schon ein recht gutes Ergebnis darstellt.
Insbesondere sind natiirlich die Parameter v, A, § recht klein, so dafs ein relativer Fehler
von 20 Prozent einem sehr kleinen absoluten Fehler entspricht. In der Praxis nimmt man
vielleicht auch grofere Fehler in Kauf.

Die Verringerung der Schwankungsbreite fiir wachsenden Beobachtungszeitraum kann auch
sehr schon anhand der Diagramme 4.2 und 4.3, welche jeweils die Schatzungen mit den
exakten Parametern vergleichen, abgelesen werden.

Fiir die konstante Volatilitdt o; haben wir auch mit groferen Beobachtungsabstdnden (7 =
2,...,5) experimentiert. Dabei haben wir fiir hinreichend lange Beobachtungszeitraume im
Mittel akzeptable Schétzungen erhalten. Die Streuung nahm aber im Vergleich zu téaglichen
Beobachtungen zu, da schlicht weniger Preisdaten zur Schéitzung der Parameter verfiighar
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Abbildung 4.2: Ergebnisse fiir die Situation
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T = 1000 T = 5000
Beobachtungs- | Anteil der Schitzungen mit einem relativen Fehler < 20%
zeitraum T’ fiir ‘ fiir A ‘ fiir ‘ fiir p
1000 0.26 0.35 0.09 0.20
5000 0.65 0.83 0.33 1.00
10000 0.80 0.92 0.57 1.00
20000 0.89 0.98 0.59 1.00

Tabelle 4.5: Anteile der Schiatzungen mit relativen Fehlern von maximal 20 Prozent fiir
verschiedene Beobachtungszeitraume T

sind. Bei sehr grofen Lags (7 > 10) verschlechterten sich die Schitzungen allerdings deutlich
und wurden zum Teil ganz unbrauchbar.

Wir wollen noch kurz auf den fiir die Schitzungen notwendigen Rechenaufwand eingehen.
Es ist plausibel, anzunehmen, daft dieser mit wachsender Anzahl N der Beobachtungen des
Preisprozesses ebenfalls steigt. Die Frage ist, wie diese Zunahme erfolgt. Bei unseren Si-
mulationen mit Tagesdaten (7 = 1) und einer konstanten Volatilitdt o; = 0.0074 haben
wir festgestellt, dat der Rechenaufwand im wesentlichen linear mit der Beobachtungsdauer
zunimmt. Die durchschnittlichen Rechenzeiten pro Trajektorie beliefen sich fiir Beobach-
tungszeitraume von 1000, 5000 bzw. 10000 Tagen auf gerundet 16, 85 bzw. 163 Sekunden?.

Weiterhin bemerken wir, dass wir fiir eine konstante Volatilitdtsfunktion o; = 0.0074 auch
die Parameter v, § und A\ variiert und die Giite der Schétzungen verglichen haben. Die
Ergebnisse sollen hier nicht alle mit Tabellen dargestellt werden, sondern nur kurz qualita-
tiv ausgewertet und interpretiert werden. Aufgrund unserer theoretischen Uberlegungen in
Abschnitt 2 hatten wir folgende Effekte erwartet.

e Fiir kleine Werte A wird der Parameter [ schlecht geschétzt, da in diesen Situationen
sein Einfluft auf den Preisprozess gering ist.

e Die deterministische Drift p wird immer dann besonders gut geschéitzt, wenn die
Riickzugsparameter v und 3 groft und A klein ist.

Verwendeter Rechner: Microstar 1860 Professional, Pentium 4 1,8 GHz, 100 (400 QDR) MHz FSB, 256
KB L2-Cache, 1 GB RAM, Windows XP SP2 (Home Edition).
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Neben diesen erwarteten Effekten haben wir festgestellt, daf es fiir kleine Parameter v bei
einigen Trajektorien zu sehr langen Rechenzeiten kam, d.h. bei der Optimierung wurden
sehr viele Iterationen durchgefiihrt. Die genaue Ursache dieser Effekte konnte noch nicht
geklart werden. Wir vermuten jedoch, dafs die Zielfunktion fiir diese Trajektorien vielleicht
Sattelpunkte besitzen kdnnte. Wie auch die folgenden Untersuchungen andeuten, scheint die
Zielfunktion (negative Loglikelihoodfunktion) in manchen Fallen mehrere lokale Minima zu
besitzen, wodurch die Optimierung erschwert wird.

4.2.2 Parameteruneindeutigkeiten

Aufgrund unserer Betrachtungen in Abschnitt 2 haben wir vermutet, dass die dort beschrie-
benen Parameteruneindeutigkeiten fiir zeitabhédngige Volatilitatsfunktionen im Allgemeinen
nicht auftreten. Wir betrachten dazu nochmals die in Abschnitt 2 eingefithrten Parameter-
situationen Parl* und Par2”.

Fiir unser Experiment haben wir Trajektorien mit der Parametersituation Parl® und der
konstanten Volatilitdtsfunktion oy = 0.0074 bzw. der in Abbildung 4.1 dargestellten stiick-
weise konstanten Volatilitatsfunktion oy simuliert. Dabei sollte bemerkt werden, dass die
Funktion o9 um den Wert 0.0074 schwankt. Fiir jede Trajektorie haben wir die Optimie-
rung der negativen Likelihoodfunktion mehrmals durchgefiihrt, wobei wir unterschiedliche
Startwerte ]2’0‘“ (k=1,...,4) fir die Iteration verwendet haben, siche Tabelle 4.6. Die Start-
werte p1 und p2 entsprechen dabei genau den Parametersituationen Parl® und Par2*. Die
Startwerte p3 bzw p liegen in der Nahe von p bzw. p D1e am Ende der Optimierung mit
Startwert ]_90 erhaltenen Ergebnisse beze1chnen wir m1t Q

Fiir die konstante Volatilitatsfunktion wiirden wir aufgrund unserer theoretischen Untersu-

chungen erwarten, dass die Ergebnisse p* und p* nahezu identisch sind und in der Nihe der

Parametersituation Parl* liegen, d. h. es gilt p! ~ p* ~ p;- Analog wiirden wir p* ~ p* ~ p?

erwarten. Diese Erwartung hat sich bestétigt und die Werte der Zielfunktion

Zlnftk+z *—1 *2

in den Punkten @k waren nahezu identisch. Die linke Grafik in Abbildung 4.4 stellt fiir zehn
simulierte Trajektorien die relativen Abweichungen der Zielfunktionswerte

Z(p') = Z(p%)
Z(pY)

(4.4)

dar. Wie man deutlich sieht, sind die Abweichungen generell sehr klein (in der Grofen-
ordnung 1075 und kénnen sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

Fiir eine zeitabhingige Volatilitdtsfunktion wiirden wir bei einer exakten Minimierung er-
warten, dass die Ergebnisse p* fiir alle k¥ = 1,...,4 in der Nihe der Parametersituati-
on Parl* liegen. Dies zeigte sich jedoch nicht in den numerischen Experimf}nten. Genau
wie bei der konstanten Volatilitatsfunktion galt fiir jede Trajektorie p p3 ~ p(l] sowie
Pt
in den Punkten pk festzustellen. Die rechte Abbildung 4.4 stellt die relativen Abweichungen
der Zielfunktionswerte dar (vergleiche (4.4)). Man sieht deutlich, dass die relativen Abwei-

chungen in diesem Fall alle negativ sind, d.h. es gilt fiir alle Trajektorien Z (@1) < Z (@2)

2 . Allerdings war hier ein deutlicher Unterschied in den Werten der Zielfunktion
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unterschiedliche Startwerte fur die Iterationen
Py o AS gk
Q(l) 0.3748 0.4797 0.0106
]_93 0.0106 0.3915 0.3748
Bg 0.3000 0.1000 0.0300
Qé 0.0300 0.4200 0.3000

Tabelle 4.6: zu dem Experiment zu den Parameteruneindeutigkeiten: unterschiedliche Start-
werte pk fiir die Iterationen

-5

6X 10 ‘ ‘ ‘ - _1X 10_3 ]
4 -15 - * .
+ y _27 . Lt . T
2r . .
* + _2.5’ + ++ * + ++++
0 . NI N o
_37 + *
_2 _3-5 . . + +
-4 ‘ ‘ ‘ ‘ -4 . . . . +
5 5 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50

Abbildung 4.4: relative Abweichungen der Zielfunktionswerte siehe (4.4): links konstante
Volatilitatsfunktion oy, rechts: zeitabhéngige Volatilitatsfunktion o,

und die Abweichung ist mit der Gréfenordnung 1072 deutlich héher als die Abweichungen
fiir die konstante Volatilitatsfunktion.

Aus diesen Beobachtungen kénnen wir die Vermutung ableiten, dass in der Ndhe der Para-
metersituationen Parl® und Par2” jeweils lokale Minima der Zielfunktion liegen. Fiir ei-
ne zeitabhingige Volatilitdtsfunktion unterscheidet sich die Hohe der Werte der Zielfunk-
tion in den lokalen Minimum, jedoch schaffte es der benutzte Optimierungsalgorithmus
fminsearchbnd aus MATLAB nicht, aus dem hoher gelegenen lokalen Minimum ,herauszu-
kommen* und das (vermutlich) globale Minimum zu finden. Um dieses Problem zu beseiti-
gen, ware eine intensivere Untersuchung des Minimierungsalgorithmus durchzufiihren. Ein
erster Ansatz konnte darin bestehen, nach der ersten Minimierung mit Hilfe der Formeln
(2.10) eine Vermutung fiir das zweite lokale Minimum zu bestimmen und dort eine weitere
Minimierung zu starten. Eine solche Untersuchung geht jedoch tiber das Ziel dieses Papers
hinaus.

4.2.3 Ergebnisse im leicht gestorten Fall

Im Rahmen von zwei abschliefenden Fallstudien wollen wir das Verhalten des Verfahrens
bei leichten Fehlern in den Preisdaten bzw. in der Volatilitét ¢ untersuchen. Dazu simulieren
wir jeweils 30 Trajektorien fiir die Parameter aus Tabelle 4.2. Die Beobachtungsdauer soll
10000 Tage bei téglichen Beobachtungen umfassen, d. h. es gilt "= N = 10000.
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Anteil der Schéitzungen mit einem relativen Fehler < 10%
fiir ‘ fiir A ‘ fiir ‘ fiir p
exakte Preise 0.83 0.90 0.50 1.00
0 =0.001 0.83 0.83 0.47 1.00
0 = 0.005 0.57 0.77 0.47 1.00

Tabelle 4.7: Anteile der Schiatzungen mit relativen Fehlern von maximal 10 Prozent fiir
exakte und mit 0 = 0.001 gestorte Preise, Beobachtungszeitraum 7" = 10000

(a) Auswirkung von Stérungen in den Preisdaten

Durch den Bid-Ask-Spread, also die Spanne zwischen Geld- und Briefkurs, aber auch durch
mehrere Notierungen ein und derselben Aktie an verschiedenen (internationalen) Borsen-
platzen konnen Aktienkurse unter Umstédnden etwas verfilscht sein. Wir gehen deshalb
davon aus, dafs wir nicht die exakten Preise P(¢;) beobachten konnen, sondern nur die mit
kleinen Fehlern behafteten Werte P°(t;).

Mit den relativen Fehlern

_P(t;)—P(t;) .
ei.—T (i=1,...,N) (4.5)

erhalten wir fiir die gestérten logarithmierten Preise p°(t;) = In P°(t;)

P(t) =pt:) +1In(l +¢) (i=1,...,N). (4.6)

Wir nehmen an, daf die zufélligen Fehler e; stochastisch unabhéngig und normalverteilt
sind mit Erwartungswert 0 und Varianz 6 > 0. Die Annahme ist durchaus realistisch, da
wir auf diese Weise unabhéingige und unterschiedlich starke Storungen zulassen. Dabei wird
die Varianz so klein gewéhlt, daf der Fall e; < —1 vernachléssigt werden kann.

Um unser Schétzverfahren zu testen haben wir die Parameter aus Preisdaten geschéatzt,
welche wir zuvor mittels entsprechender Fehler gestort haben, und anschlieffend die Schétz-
werte mit denen vom ungestorten Fall verglichen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.7 zu
sehen. Der Unterschied zwischen der Schitzung mit exakten Preisdaten und leicht gestérten
Preisdaten (6 = 0.001) ist gering. Fiir grofere Stoérungen in den Preisdaten (6 = 0.005) tritt
zwar eine Verschlechterung, insbesondere bei der Schiatzung von +, ein. Allerdings zeigt die
folgende Betrachtung, dafs 6 = 0.005 schon einem relativ grofen Fehler in den Preisdaten
entspricht.

Die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung in den Aktienpreisen, die betragsméfig grofer ist
als der Wert z, betragt fiir unsere N (0, §) -verteilten Fehler e;, i = 1,..., N gerade

P(|e;| > ) :2(1—@(%)) (z >0), (4.7)

wobei @( -) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Fiir zunehmende Werte von 0 nehmen auch die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten
vergleichsweise hoher prozentualer Storungen in den Aktienpreisen zu. Kommen unreali-
stisch hohe Abweichungen von 10 Prozent und mehr fiir § = 0.001 gerade noch mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.0016 vor, betrigt diese Wahrscheinlichkeit bei 6 = 0.002 sogar
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Abbildung 4.5: Wahrscheinlichkeit P(|ei| > x) zu verschiedenen Datenfehlervarianzen ¢

deutlich mehr als das Zehnfache. Demzufolge ist die Betrachtung derartig grofter Fehlervari-
anzen nicht mehr sinnvoll. Ganz im Gegenteil konnen bei liquiden Titeln noch kleinere Werte
(z.B. § = 0.0005) vollkommen ausreichen. Eine graphische Darstellung des Zusammenhangs
zwischen Fehlervarianz und Fehlerwahrscheinlichkeiten findet sich in Abbildung 4.5.

(b) Auswirkung von Stérungen in der Volatilitiat o

Fiir die Volatilitdt o wird uns im Allgemeinen auch kein exakter, sondern lediglich ein
zuvor selbst aus empirischen Daten ermittelter Schiatzwert vorliegen. Dieser wird in aller
Regel einen mehr oder minder groften Fehler aufweisen. Um derartige Situationen in unseren
Versuchen nachzustellen, stéren wir den Wert a = 02 bei der Parameterschiitzung (nicht
jedoch bei der Simulation) wie folgt

a®(t) == a(t)(1 +9). (4.8)
Analog dazu definieren wir die gestorte Volatilitat

o’ (t) == o(t)V1+0 = \/a(t). (4.9)

0 kann also als relativer Fehler in der quadrierten Volatilitdt a aufgefafst werden. Zu bemer-
ken ist, dafs wir die Félle § > 0 und § < 0 getrennt untersucht haben. Man kénnte noch den
Fall unabhéngiger Fehler auf den einzelnen Intervallen untersuchen. Da sich dort die Fehler
ausgleichen konnen, kann man in diesem Fall sicherlich mit einem kleineren Fehler rechnen.

Fiir 30 simulierte Trajektorien haben wir jeweils die Schitzungen fiir verschiedene a® mit
0 < 0 durchgefiihrt. Die Bilder 4.6-4.9 stellen die Ergebnisse fiir verschiedene Stérungen
dar. Fiir sehr kleine Abweichungen in der Volatilitat stellen wir nur geringe Auswirkungen
auf die Genauigkeit der Schatzungen im Vergleich zum ungestorten Fall fest. Fiir mittlere
Fehler treten allerdings zunehmend Verschlechterungen bei v und A auf. Die Bilder 4.8 und
4.9 zeigen, daf diese Parameter fiir negative §, d.h. in dem Fall a’ < a, tendenziell zu grof
geschitzt werden. Wir bemerken, daf fiir das Experiment mit positiven §-Werten (a® > a)
die Parameter v und ( tendenziell zu gering geschitzt wurden. In beiden Fillen stiegen die
Abweichung fiir wachsendes |d].

Auf den ersten Blick scheint die Schiatzung des Parameters ( recht robust zu sein. Dies kann
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Abbildung 4.9: Ergebnisse fiir die Situation
0=-0.1

aber dadurch erklért werden, dass durch die generell hohere Schwankungsbreite der leichte
Trend zu zu kleinen Schétzwerten nicht ins Auge fallt.

Der Parameter g nimmt hier wiederum eine Sonderstellung ein. Da wir diesen nicht mit
der Maximum-Likelihood-Methode ermitteln, ist fiir seine Bestimmung auch keine Kenntnis
von o notwendig. Folglich kénnen Ungenauigkeiten in der Volatilitdt auch keinen Einflufs

auf die Schatzwerte haben.
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